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KMITANIE TYCi, PRAVOUHLYCH TENKYCH DOSIEK A MEMBRAN

Anna Danihelova
Katedra fyziky, elektrotechniky a aplikovanej mechaniky, TU vo Zvolene

Abstrakt: Prispevok suhrnne pojednava o kmitani telies réznych tvarov v zavislosti
od ich ulozenia a spdsobu budenia. Poukazuje na moznost vyuZzitia analyzy tvarov
kmitania telies pri hodnoteni kvalitu materidlu. Poskytuje pohlad na to, ako sa
prenasaju najnovSie poznatky a skusenosti do Studijnych programov Technoldgia
dreva a Konstrukcia a procesy vyroby drevarskych vyrobkov.
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nastroje.

Uvod

Jednu z najvacsich zahad v sebe skryvaju husle starych majstrov husliarov. Kvalita
nastrojov zavisi v znacnej miere od vlastnosti materidlu pouzitého na ich vyrobu.
Pri vybere materialu pre rézne aplikacie je teda doblezité poznat jeho fyzikalne
a technické charakteristiky. Tajomstvo kvality husli starych majstrov husliarov,
vyrobcov gitar, xylofénov a dalSich hudobnych nastrojov sa hlada za pomoci
najmodernejSich metdd. Moderné testy vibracnych vlastnosti volnej hornej a spodnej
dosky husli, ale aj celého nastroja pomahaju odkryvat tajomstva vyrobcov
hudobnych nastrojov. Taylor z Kralovského institutu vo Velkej Britanii: , Ak mam
hovorit za vedu, potom si myslim, Ze sme zacali pomahat vyrobcom stavat
vyrovnané, kvalitné nastroje. To ale eSte neznamena, Zze sme im umoznili dosahovat
kvalitu stradivarok, pretoze pravdu povediac, nevieme v com tkvie kvalita
stradivarok®.

Prispevok sa zaobera $irenim akustickych vin v telesach réznych geometrickych
tvarov (tyCe, tenké dosky a membrany) v zavislosti od spésobu ulozenia. Motivaciu
pre hfadanie moznosti, metdod zviditelnenia zvuku, resp. kmitania hudobnych
nastrojov bola podstatne vacésia objektivita zraku ako sluchu. Pri zviditelneni kmitania
ide o zobrazenie fyzikalnej pri¢innosti zvuku, ktoru reprezentuje niekolko kmitajucich
bodov rezonanénej dosky hudobného nastroja, resp. urcita ¢ast zvukového pola pred
hudobnym nastrojom alebo inym zdrojom zvuku. Prave toto sa javi ako vyhodnejSie
voCi jednoduchému zaznamendavaniu rychlosti a amplitudy kmitu v jedinom bode
dosky, resp. pofa snimacom kmitov alebo meracim mikrofénom.

Existuje viacero metdd, pouzitim ktorych je mozné zviditelnit kmitanie. Velmi
jednoduchou, rychlou a dostupnou metoédou je metdoda Chladniho obrazcov, ktoré
ukazuju geometriu réznych spdsobov kmitania. Druhou nami pouzivanou metddou je
modalna analyza s harmonickym budenim ako aj metddy zaloZzené na interferometrii.
Tieto metddy umoziuju nielen vizualizaciu tvarov kmitania tyCi, tenkych pravouhlych
dosiek, membran, jednotlivych Casti hudobnych nastrojov, celych nastrojov, ale
prostrednictvom empirickych vztahov aj vypocet elastickych charakteristik materialu.

Ohybové viny v ty€iach

TyC, resp. nosnik je v pripade samozvuénych hudobnych nastrojov oscilatorom. Tén
vznika kmitanim celého nastroja alebo jeho sucasti. Tato skupina zahffha takmer
vSetky bicie nastroje s vynimkou bubnov (gong, zvonkohra, xylofon). Ak su prieCne
rozmery tyée zanedbatelné, prevlada dizkovy rozmer tyée atento uréuje prevazne
ohybovy tvar kmitov tyCe. TyC vSak mdze byt rézne zavesena alebo upevnena, ¢o
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urcuje rézne okrajové podmienky. Frekvenciu zakladného ohybového médu kmitania
tyCe vyjadrime vztahom:
I

kde L je dizka ty&e, K je konstanta zavisla od sp6sobu ulozenia tyCe, [ je kvadraticky
moment prierezu a c. je rychlost pozdiznych vin. Okrem ohybovych kmitov mézu
tyCe vykazovat aj pozdizne a torzné kmity. Pre frekvencie rezonanénych médov tyce
upevnenej, resp. volnej na obidvoch koncoch plati vztah (2) a pre upevnenu len
na jednom konci vztah (3)

C
f =nlL 2
n=N51 (2)
f =(2n-1)L (3)
" 4L

Rozlozenie rezonanCnych moddov (Obr. 1), ateda aj ladenie (v pripade
samozvucnych hudobnych nastrojov) je mozné pri kmitajucich ty€iach ovplyvhovat
predovSetkym rozmermi a materialom.

Obr.1: Kmitanie tyCe a) volne ulozenej; b) jednostranne votknutej; c) vofne
podopretej [2]

Pri hudobnych nastrojoch (xylofén, marimba, vibrafon, zvonkohra) urcitost vysky
a vyrazny tonovy charakter zvuku nastroja suvisi s odliSnym frekvenénym rozlozenim
réznych typov médov. Ohybové médy totiz tvoria neharmonicky rad frekvencii, torzné
mody sa vytvaraju pri frekvenciach, ktoré tvoria takmer rad harmonickych ténov
a podobne harmonicky sa chovaju aj pozdizne mody [6].

Kmitanie tenkej dosky

Doska méze byt mat tri odliSné okrajové podmienky: volne ulozena, upnuta alebo
jednoducho podopreta. V doske by sa zdanlivo mali pozdizne (tlakové) viny S$irit
rovnakou rychlostou ako v ty¢Ci (c, z\/E_/p). V tomto pripade to nie je celkom pravda,

kedze prie¢ne deformacie sprevadzajlce pozdizne stladenie v rovine dosky pridava
dodato¢nu tuhost.

Vzhladom k tomu, Zze kazda hrana pravouhlej dosky mdze byt uchytena jednym
z troch spbsobov (vofna, podopreta resp. upnuta hrana) existuje 27 kombinacii
hrani€nych podmienok, teda aj rozlicnych suborov modov kmitania. V pripade
podopretého okraja pre zodpovedajuce rezonanéné frekvencie plati vztah (4) podla
[2]:
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2 2
£ —0453c.h M) ||| 0] (4)
L, L,

kde Ly a L, su rozmery dosky, c. je rychlost pozdiznych vin, h je hribka, m a n
udavaju pocet uzlovych Ciar v smere y a x (okrem uzlov na hranach). Uzlové Ciary su
rovnobezné s hranami, €o ale neplati v pripade volnej, resp. upnutej hrany.
Jednotlivé mody popisujeme prostrednictvom poctu uzlovych ciar ako (m, n).
Zakladny méd je oznacovany ako (0,0).

V pripade volnej hrany dosky sa ukazalo, Zze vypoCet mdédov je velmi zlozity. Preto
Rayleigh pouzil vlastnu metdédu umoziujucu priblizné rieSenie, ktorého vysledky boli
velmi blizke k nameranym hodnotam. Limitnymi pripadmi pravouhlého telesa su
Stvorcové dosky atenké tyCe. Ak sa Sirkovy rozmer tyCe zvacSuje, potom ohyb
pozdiZ osi x vyvola aj ohyb v smere kolmom. V pripade dosky takmer nebadatelna
expanzia sprevadzajlca pozdiZzne stladenie pridava doske dodatoénu tuhost, teda
vztah pre rychlost [5] pozdiZnych vin je (5). Pre rychlost ohybovych vin, ktora zavisi
od frekvencie plati vztah (6) odvodeny z pohybovej rovnice pre ohyb. Frekvencia je
Umerna k?podra vztahu (7)

E
CL= 5
L N 1— V2 ( )
o |ohc,
Cop=—= = ,/18fhc 6
oh Kk \/E L ( )
f =0,0459hc k2 (7)

Vo vztahu (5) je v je Poissonovo Cislo, hodnota k sa zhoduje s normalovymi moédmi
kmitania a zavisi od hranicnych podmienok. Niekolko ohybovych mdédov pravouhlej
dosky mdze byt odvodené od ohybovych médov ty€e, beruc do uvahy to, Ze v doske
sa Siri kmitanie v dvoch smeroch (x, y) avysledné kmitanie je ich kombinaciou.
Existuje teda vazba medzi ohybovymi kmitmi v tychto smeroch, uzlové Ciary nie su
idealne rovnobezné s hranami dosky (Lx » L,). Ak sa L, — Ly, uzlové Ciary sa
viditefne zakrivuju. Pri Ly = L, je zmieSanie uplné. Na Obr. 2 su znazornené prvé dva
mody kmitania Stvorcovej dosky. Zakladny mod kmitania je (1,1), je to krativy méd,
pri ktorom protifahlé rohy kmitaju vo faze a jeho frekvencia je dana vztahom

c_cr__h [G_h[ E _ho [1-v @)
T2, LL, Ve 2V2e(1+v) 12V 2

Obr. 2: Prvé 2 mody Stvorcovej dosky s volnymi okrajmi

V pripade Stvorcovej a pravouhlej dosky s upnutymi okrajmi existuje velky pocet
navrhnutych variacii tvarov moédov réznymi autormi. Vychadzajuc s hraniénych
podmienok urCime frekvenciu zakladného modu (0,0) podfa vztahu
1,654hc,

E (9)

foo =
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Z porovnania moédov Stvorcovej dosky s upnutymi a vofnymi okrajmi je zrejme, Ze
frekvencia modu (1,1) upnutej dosky je 10 krat vysSia ako s volnymi okrajmi; pod
modom (1,1), ktory je zakladny (prvy) pri kmitani dosky s vofnymi okrajmi, existuju pri
kmitani dosky upnutej este tri mody (Obr. 3).

mad (0,0) mad (1,0) mad (0,1)
Obr. 3: Prvé 3 mdédy kmitania Stvorcovej dosky s upnutymi okrajmi

Pre popisanie tvarov kmitania drevenych dosiek je potrebné poznat Styri elastické
konstanty. Moduly pruznosti pozdiZ (E,) a naprie¢ (E,) vlakien, Smykovy modul (G,)
a dve Poissonove Cisla (vyy, Vyx). Vzhladom k tomu, Ze drevo je anizotropny material,
je potrebné modifikovat vztahy (4) az (9) tak, ze E bude nahradené E, alebo E, a V2
nahradi vy, Vyx, Napr. vo vztahu (4) a dostaneme vztah (4°)

2 2
f . =0453h cL(”?_”j +CT[”L_+1J 4)
X y
A% A%
pricom plati: - =X (10)
E, E,

VySSie uvedené zakonitosti kmitania dosiek su vyuzivané pri vybere vhodného
materialu na stavbu ozvucnic reproduktorovych sustav, niektorych perkusnych
hudobnych nastrojov (cajon, djembe, darbuka) ako aj pri ich ladeni (Obr. 4).

Obr.4: Niektoré tvary médov pouzité pri ladeni dosiek korpusu cajonu

Huslové dosky

Huslové dosky maju zlozity tvar, su klenuté a v technickej terminolégii sa nazyvaju
,Plytké musle®. Tvarova zlozitost ako aj anizotropia dreva ovplyvnuju tvary kmitania
volnej husfovej dosky. Na Obr. 5 su predstavené tvary 1. médu (krutiaci mod), 2. a 5.
modu (ohybové mody). Tieto mody su pouzivané pri tvarovani (ladeni) dosiek
a merani rezonancnych frekvencii, ktoré su potrebné pre vypoCet vySSie
spomenutych elastickych konstant. Pre vypo&et modulov pozdiz vlakien — E

a naprieC vlakien — E, platia vztahy (11) a (12), v ktorychn=1-v, v, pricom v,,
a v su Poissonove Cisla.
f 2pa4
Ex =12nD,, kde D, = 5h2 (11)
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2 4
a E, —121D,, kde D, ~2PP

(12)

h2

Obr. 5: Médy 1., 2. a 5. volnej spodnej huslovej dosky

Na zaklade teoretickych vypoCtov metdédou koneCnych prvkov — a vysledkov
experimentov je mozné konstatovat, Ze tvary modov 1., 2. a ich rezonancné
frekvencie zavisia predovsetkym od hrubky a 5. mdd je naijcitlivejSi na vySku klenby
dosky. Preto tu spomenuté mddy sa vyuzivaju aj pri ladeni dosiek strunovych
hudobnych nastrojov.

Kmitanie membrany

Tén v pripade blanozvuénych nastrojov (najma bubny, tympany, tamburina) vznika
kmitanim membrany, ktora byva vyrobena najCastejSie z koze alebo z plastu.
Rezonan¢&né mody kmitajucej idealnej membrany netvoria harmonicky rad frekvencii.

v v

0,3827
f01 = R CO (13)

pricom co :\F je rychlost Sirenia ohybovych vin, kde T je napatie membrany, p je
p

hustota.

Vzhladom k dvojrozmernosti oscilatora su tvary kmitov dvojakého typu: radialne (m)
a kruhové (n). Radialne mody tvoria priblizne harmonicky rad frekvencii, teda
zvukovy charakter tychto médov je zvacsa ténovy a vykazuju malé timenie. Kruhové
mody su silne timené, ich frekvenéné pomery su neharmonické a zvukovy charakter
je vyrazne hlukovy (Obr. 6). Intenzita modov je ovplyvnena miestom budenia (pri
budeni v strede prevazuju v kmitani kruhové mady).

©.1) (1,1) 21 0.2 G0 12
1.000 1.594 2136 2.296 2653 29
) 22 ©.3) .1 3.2 61)
6 3.501 3.652 4.1

Obr. 6: Prvych 14 rezonanénych modov idealnej tenkej kruhovej membrany [2]

Kmitanie realnych membran je uplne odliSné od idealnych (homogénne, rovhomerne
napnuté, nezatazené rezonatorom, t.j. objemom vzduchu) membran. Pri redlnych
membranach (bubon, tympany) vplyva na zmenu rezonanénych frekvencii
jednotlivych moédov hlavne zatazenie objemom vzduchu, ohybova a Smykova tuhost
membrany [6].
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Metéda Chladniho obrazcov

Chladniho metédu na skumanie kmitania huslovych dosiek ako prvy pouzil F. Savart.
Huslova doska je klenuta a ma zloZitu geometriu, no Savart pre zjednoduSenie pouZil
ploché pravouhlé teleso. Neskér bola tato metdéda znova objavena a dalej vyvijana
Beldierom a Hutchins.

Chladniho obrazce (uzlové Cdiary stojatého vinenia) ukazuju geometriu réznych
spésobov kmitania skumaného dvojrozmerného objektu. Tvar uzlovych Ciar je
charakteristicky pre prislusny mod, priCom zavisi od symetrie, homogénnosti dosky,
rozmerov a spdsobu uchytenia (hrani€nych podmienok). Kazdy Chladniho obrazec
vznika len pri urcitej rezonancnej frekvencii. Okrem hodnoty tejto rezonancénej
frekvencie su velmi dolezité pomery medzi jednotlivymi rezonannymi maodami.
Presnost urCenia rezonancnej frekvencie je ovplyvnena kvalitou rezonancie,
spdsobom, miestom a intenzitou budenia kmitov.

Holograficka interferometria

Holograficka interferometria umoziuje vyskum mechanickych deformacii povrchov,
vibracii. Metéda porovnava medzi sebou dve informaéné viny, ktoré pévodne
neexistovali v tom istom Case. Pomocou tejto metédy je mozné zaznamenat
umiestnenie uzlovych CcCiar a premiestnenie kmitajucich oblasti dosky s vysokou
presnostou (na zlomok vinovej dizky laserového Ziarenia). Zaznamenané obrazce —
interferogramy husli a gitary (Obr. 7a, Obr. 7b) v mnohom pripominaju Chladniho
obrazce, av$ak interferenéné pruzky nie su uzlové Ciary. Mdédy kmitania celého
hudobného nastroja su uplne odliSné od tvarov médov pozorovanych na volnych
doskach.

Obr. 7a: Holograficky mterfr_ogram husli [1] Obr. 7b: Holograficky interferogram
gitary [4]

Interferometrické merania umoznuju bezkontaktné meranie, priCom priebeh kmitania
je dany len vlastnostami objektu, jeho ulozenia (upevnenia). Tato metdda sa vyuziva
len pri skiumani rezonancnych vlastnosti volnych dosiek, resp. kompletného
hudobného nastroja, priCom sa hodnoti tvar a rozlozenie interferencnych kriviek pri
zodpovedajucich frekvenciach, niekedy sa vypocitava absolutna hodnota deformacie
[6]. Vyhodou metdody je, Ze umoznuje vrealnom cCase pozorovat zmeny tvaru
interferencnych kriviek v zavislosti od budiacej frekvencie. Na druhej strane jej
nevyhoda spocCiva vtom, ze nie je vidiet, &i fazovy posun je pozitivny alebo
negativny (nie je mozné zistit ¢i dana oblast kmitd smerom dovnutra, resp. von
z nastroja).
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Elektronicka speckle interferometria

Je to metdéda analogicka holografickej interferometrii, vyuZiva vlastnosti laserovych
8kvfn (specklov) a digitalne spracovanie obrazu. Casto je dopifiana technikou tzv.
vzorkovania fazy umozriujucou jednoznacné urCenie fazy kmitania v interferograme.
Samotny interferogram dostava svoju obrazovli podobu pomocou Cislicového
spracovania obrazu vypocétom v obrazovom procesore pomocou urcitého algoritmu
[7].

Elektronicka speckle interferometria (ESPI) tiez nazyvana elektricko-opticka
holografia sa vyuziva pri zistovani zmien polohy, zviditelfovani kmitania atd. ESPI
umoznuje zaznamenat dva odliSné stavy kmitajuceho objektu vo velmi kratkom Case
a kvantitativne porovnat tieto stavy EPSI vyuziva rozptyl laserového svetla na
nerovnostiach skumaného povrchu. Skumany objekt je osvieteny dvoma kratkymi, po
sebe iducimi pulzmi laserového svetla. Viny spolu interferuju, vytvaraju speckle
obrazce, ktoré mdézu byt zachytené CCD kamerou a uloZzené do pocitaca. Pocitac
spracuje interferenCny obrazec prvého pulzu medzi referenénym lu¢om a lu¢om
odrazenym od plochy nedeformovanej kmitanim a druhého pulzu medzi tym istym
referenénym [u€om a lu€¢om odrazenym od jednotlivych bodov kmitajucej plochy
(Obr. 8). Zobrazenie objektu osvetleného laserovym svetlom ma nahodné rozlozenie
specklov, ktoré su vefmi citlivé na pohyb povrchu objektu. Vysledna intenzita
interferujucich zvazkov svetla (lp, 1) v obrazci pred deformovanim je dana:

I(x,y)=1o (x.y) +1; (x,y)cos p(x.y,) (14)
kde lo(x,y) je intenzita pozadia, l1(x,y) je amplitida a @ (x,y) je relativna faza medzi
dvoma interferujucimi svetelnymi vinami. Rozlozenie intenzity v obrazci objektu po
deformacii je:

l¢ (x, y) =1, (x, y)+ l4 (x, y)cos[cp(x, y)+ A(p(X, y)] (15)
kdeAgo(x,y) je zmena fazy spdsobena kmitanim. Intenzita I(x,y)a specklov sa mbdze
menit, pricom intezitu interferogramu je mozné zjednoduSene vyjadrit:

I0x,y) =1o (x,y )1+ v(x y)cos Ag(x,y)] (16)
kde lo(x, y) je intenzita pozadia a y (x,y) je interferenény kontrast (viditelnost):
y = M (17)
I +1
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Obr. 8: Princip ESPI metddy [3] Obr. 9: Tvary kmitania ozvucnice
reproduktora

Na Obr. 9 je tvar kmitania reproduktorovej ozvucnice pri frekvencii 220 Hz
zaznamenany metdédou ESPI. Obr. 10 predstavuje fazovu mapu (a), farebnu
predstavu deformovaného povrchu (b), tvary kmitania pri frekvencii 2 004 Hz
(amplitidova mapa) s vychylkou afazou rozliSenou farebnym spektrom su
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na Obr. 10(c). ESPI metéda zobrazuje jednu fazu vychylky od bielej po Cervenu
stranu spektra a opaénu fazu od bielej po modru stranu spektra.

0.131 |
f 0.106 I
] 0.082
0.057
0.032 |
F ‘ , 0.008 —
- e -0.017
; -0.041 |
-0.066 |
color image oos0  mm—

@ o (©)
Obr. 10: Fazova (a), farebna (b) mapa, (c)tvar kmitania husli pri 2 004 Hz

Zaver

Hodnotenie (skumanie) hudobnych nastrojov objektivnymi metédami je velmi zlozité.
MbZu byt sice pouzité rébzne metddy, problém je vSak vtom, Ze rézne metddy
nedavaju rovnakeé vysledky. Zostava teda zistit, ktory faktor je skutoCne délezity
(vyznamny) pre objektivne hodnotenie zvukovej kvality hudobnych nastrojov.
RieSenie je mozné vyuzitim vedomosti z niekolkych vednych disciplin. Metéda ESPI
sa ukazala vhodna pre skumanie v oblasti hudobnych nastrojov, nakolko umoziuje
presnu analyzu kmitania Casti ako aj celych hudobnych nastrojov. ESPI metdda
dopifia merania frekvenénych charakteristik a mechanickych vlastnosti materialov,
¢im sa hodnotenie hudobnych nastrojov stava komplexnejSim a objektivnejSim.
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